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SOLVE OF PROBLEMS OF MATHEMATICAL THEORY 

OF LEARNING WITH USING COMPUTER MODELING 

METHODS

М
атематическая теория обучения 
(МТО), возникшая на стыке ди-
дактики и математики, занимает-

ся исследованием процесса обучения с помо-
щью математических методов [2]. Развитие 
информационных технологий создало пред-
посылки для использования метода имита-
ционного моделирования с целью исследо-
вания дидактических процессов [1, 4]. Все 

задачи МТО можно разделить на два класса: 
1) прогностические: зная параметры учени-
ков, характеристики используемых методов 
и учебную программу (распределение учеб-
ной информации), определить их уровень 
знаний (или сформированности навыка) в 
последовательные моменты времени и в кон-
це обучения; 2) оптимизационные: найти 
оптимальный путь обучения (применяемые 
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методы, продолжительность занятий и т.д.), 
при котором уровень знаний обучаемых до-
стигнет требуемого (или максимального) 
значения при заданных (или минимальных) 
затратах учителя и учащихся. Дальнейшее 
развитие МТО связано с использованием ме-
тода имитационного моделирования для ре-
шения системы задач, соответствующих тем 
или иным ситуациям, возникающим в про-
цессе обучения [3, с. 52–89]. Решение каж-
дой задачи предполагает: 1) математически 
строгую формулировку условия (параметры 
ученика, воздействие учителя, длительность 
занятия и т.д.); 2) выбор математической мо-
дели; 3) создание компьютерной программы, 
моделирующей поведение исследуемой ди-
дактической системы; 4) проведение серии 
вычислительных экспериментов; 5) интер-
претация и анализ результатов. Рассмотрим 
некоторые модели и решаемые с их помощью 
задачи.

1. Однокомпонентная модель обучения. 
Предположим, что сообщаемая учащимся 
информация (знания) является совокупно-
стью равноправных несвязанных между со-
бой элементов учебного материала (ЭУМ), 
число которых пропорционально ее коли-
честву. Все ЭУМ одинаково легко запомина-
ются и с одинаковой скоростью забываются. 
Если уровень требований учителя превыша-

ет на величину большую критического зна-
чения, то ученик перестает учиться. 

Скорость увеличения знаний :

Здесь α и γ коэффициенты научения и за-
бывания конкретного ученика. Во время об-
учения (k = 1), скорость увеличения непроч-
ных знаний ученика пропорциональна: 1) 
разности между уровнем требований учите-
ля U (количеством сообщаемых знаний z

0
) и 

уровнем знаний z ученика; 2) количеству уже 
имеющихся у ученика знаний z в некоторой 
степени b. Последнее позволяет учесть то, 
что наличие знаний способствует установ-
лению новых ассоциативных связей и запо-
минанию новой информации. Когда обуче-
ние прекращается (k=0), количество знаний 
уменьшается за счет забывания. Коэффици-
ент забывания γ = 1/τ, где τ – время, в тече-
ние которого количество знаний уменьшает-
ся в e = 2,72 раз. Все величины измеряются в 
условных единицах.

Задача 1. Два учащихся с различными ко-
эффициентами научения α

1
 = 0,05 и α

2
 = 0,03 

изучают некоторый курс, причем уровень 
требований растет по закону U = 0,0002t2. 
Надо получить графики Z

1
(t) и Z

2
(t).

Рис. 1. Уровень требований учителя плавно увеличивается.

Имитационное моделирование дает ре-
зультаты, приведенные на рис. 1.1. Сначала 
оба учащихся отвечают требованиям учи-
теля (интервал [0; t

1
] ). Уровень требований 

растет все быстрее и быстрее, поэтому в мо-
мент t

1
 учащийся 2 с низким α отстает так 

сильно, что его мотивация M падает до 0, в 
то время как учащийся 1 продолжает соот-
ветствовать требованиям учителя. В момент 
t

2
 учитель “отрывается” от обоих учеников 

(U – Z > C), предъявляя слишком высокие 
требования, и учащиеся перестают учить-
ся. Учитель, заметив снижение мотивации, 

должен принять меры и уменьшить уровень 
требований U.

Задача 2. Уровни требований учителя, со-
ответствующие оценкам 4 и 5, растут по за-
данным законам U

4
(t) и U

5
(t). Коэффициенты 

научения α забывания γ ученика известны. 
Сначала учащийся претендует на оценку 5, 
но уровень требований растет слишком бы-
стро, и поэтому он вынужден снизить уро-
вень своих притязаний до оценки 4. Необхо-
димо получить график Z(t).

Результаты моделирования представ-
лены на рис. 1.2. В момент t

1
 разрыв между 
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знаниями ученика и требованиями учителя 
превышает критическое значение и ученик 
“перестает бороться” за оценку 5. Уровень 
требований, соответствующий оценке 4 рас-
тет медленнее, поэтому учащийся успевает 
за ним.

2. Двухкомпонентная модель обучения 
1-ого типа. С целью повышения точности 
результатов учтем, что прочность усвоения 
различных ЭУМ неодинакова, прочные зна-
ния забываются существенно медленнее не-

прочных. Рассмотрим двухкомпонентную 
модель ученика, при этом всю усваиваемую 
информацию разделим на две категории: 1) 
знания Зн–1, которые используются еже-
дневно и поэтому плохо забываются (чтение, 
письмо, арифметические действия, простые 
факты и т.д.); 2) знания Зн–2, которые приме-
няются редко и поэтому быстро забываются 
(сложные идеи, принципы, факты, теории). 
Предлагаемая двухкомпонентная модель об-
учения выражается системой уравнений:

Здесь U
1
 и U

2
 – уровни требований учите-

ля, соответствующие Зн–1 и Зн–2 , количе-
ство которых равно Z

1
 и Z

2
, а Z – суммарные 

знания ученика. 
Задача 3. Школьник в течение 11 лет учит-

ся в школе. Коэффициент усвоения инфор-
мации по мере обучения увеличивается и за-
дается матрицей α = (0.01, 0.015, 0.02, 0.025, 
0.03, 0.035, 0.04, 0.045, 0.05, 0.055, 0.06). Уров-

ни требований учителя, соответствующие 
знаниям Зн–1 и Зн–2, которые необходимо 
усвоить в i–том классе, задаются матрица-
ми: U

1
 = (50, 46, 42, 36, 30, 25, 20, 15, 10, 10, 

10) и U
2
 = (4, 8, 14, 18, 24, 28, 33, 38, 46, 58, 

62). Коэффициенты забывания Зн–1 и Зн–2 
γ

1
 = 0.002 и γ

1
 = 0.01. Необходимо рассчитать 

суммарный уровень знаний и количество 
знаний Зн–1 и Зн–2 в различные моменты t.
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Рис. 2. Изменение количества знаний у учащегося при обучении в школе.

Используется программа PR–1, резуль-
таты – на рис. 2. На нем представлены: 1) 
графики Z

1
(t) и Z

2
(t) зависимостей знаний 

Зн–1 и Зн–2 от времени; 2) график зависи-
мости общего количества знаний Z от вре-
мени; 3) графики Z

1
'(t) и Z

2
'(t) зависимо-

стей знаний Зн–1 и Зн–2, приобретенных 
учеником в 10 классе от времени. Видно, 
что во время обучения в школе суммарное 
количество знаний, а также уровни знаний 
Зн–1 и Зн–2 монотонно возрастают, а по-
сле обучения убывают вследствие забыва-
ния. Знания Зн–1 забываются существенно 

быстрее, чем Зн–2. Условия задачи подо-
браны так, чтобы модель соответствовала 
типичной ситуации, встречающейся в пе-
дагогической практике. 

3. Двухкомпонентная модель обучения 
2–ого типа. Процесс усвоения и запоми-
нания сообщаемой информации состо-
ит в установлении ассоциативных связей 
между новыми и имеющимися знаниями. 
В результате приобретенные знания стано-
вятся более прочными и забываются зна-
чительно медленнее. Это можно учесть с 
помощью следующей модели:

где U - уровень требований, предъ-
являемый учителем, и равный сообщае-
мым им знаниям Z

0
, которые следует ус-

воить; Z – суммарное количество знаний; 
Z

1
 – непрочные знания первой категории 

с высоким коэффициентом забывания γ
1
; 

Z
2
 – прочные знания второй категории с 

низким γ
2
. Коэффициенты усвоения α

i
 ха-

рактеризуют быстроту перехода знаний (i 
– 1)–ой категории в знания i–ой категории. 
Пока происходит обучение, k = 1, а когда 
оно прекращается k = 0. Результат обуче-
ния характеризуется не только суммарным 
уровнем приобретенных знаний Z, но и 
коэффициентом прочности Pr = Z

2
/Z . При 

изучении одной темы сначала растет уро-
вень знаний Z, затем происходит увеличе-
ние доли прочных знаний Z

2
 и повышается 

прочность Pr.
Обучение будет наиболее эффектив-

ным, когда уровень требований учителя U 
превышает знания Z учащегося на макси-
мально возможную величину C, при кото-
рой у учащегося еще не пропадает моти-
вация. Такой режим обучения называется 
согласованным или оптимальным. Для 
нахождения эффективного пути обучения, 
соответствующего минимальным затратам 
учителя или ученика, в качестве целевой 
функции возьмем функционал:

Разность U – Z характеризует интен-
сивность умственной деятельности (при-
лагаемые усилия), а величина P пропор-
циональна работе, совершенной учеником 
(или учителем). Нагрузка в течение заня-
тия не должна превышать критическое 

значение P
max

, чтобы избежать переутом-
ления. Поэтому для каждого урока про-
должительностью T

U
нужно вычислять 

совершенную учеником работу Pi = k(U 
– Z)/ t и сравнивать их с пороговым зна-
чением P

max
.
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Задача 4. Учащийся характеризуется па-
раметрами α

1
 = 0.01, α

2
 = 0.002, γ

1
 = 0.005 и γ

2
 

= 0.0001. В режиме согласованного обучения 
при C = 30 проводятся три занятия, начинаю-
щиеся в моменты времени 0, t

2
=500, t

4
=1000. 

Чему должна быть равна длительность за-

нятий T
U
 = t

1
= t

3
-t

2
..., чтобы при минималь-

ных затратах ученика уровень знаний после 
обучения в момент был бы не ниже , а коли-
чество знаний Z после обучения в момент t' 
= 1600 был бы не ниже Z' = 60, а количество 
знаний Z2 – не ниже 0,7Z'.

Рис. 3. Поиск оптимального пути обучения

Используемая программа содержит цикл, 
в котором длительность урока T

U
 изменяется 

на небольшую случайную величину, и пере-
считываются значения Z и Z

2
, а также совер-

шенная учеником работа P. Если Z > Z' и Z
2
 > 

0,7Z', а P стало меньше, то изменения T
U
 при-

нимаются, если нет, – отвергаются. Затем все 
повторяется снова. Результаты решения этой 
задачи представлены на рис. 3.1. Оптималь-
ная длительность занятия составляет 312, а 
совершенная учеником работа – 2804. 

Ученик имеет параметры α
1
 = 0.01, α

2
 = 

0.002, γ
1
 = 0.005 и γ

2
 = 0.0001. Проводится 

пять занятий, начинающиеся в моменты 
времени 0, t

2
=400, t

4
=800, t

6
=1200, t

8
=1600, 

которые имеют фиксированную длитель-
ность T

U
 = t

1
= t

3
 – t

2
... = 200.  Уровни требо-

ваний, предъявляемые учителем, U
1
, U

2
, U

3
, 

U
4
, U

5
 могут изменяться. Подобрать такие U

i
, 

чтобы при минимальных усилиях ученика 
в момент t'=2200 суммарное количество его 

знаний Z превысило значение Z' = 90, а ко-
личество знаний второй категории Z

2
 стало 

больше 0,6Z'. Работа ученика в течение урока 
не должна превышать P

max
 = 15000.

Используемая компьютерная програм-
ма содержит процедуру, в которой рассчи-
тываются Z

1
, Z

2
, Z и суммарное количество 

усилий учащегося P в момент t'. После этого 
программа случайным образом изменяет U

i
 

(i = 1, 2, ..., 5) и снова пересчитывает Z
1
, Z

2
, Z 

и P. Если новые значения удовлетворяют тре-
бованиям Z > Z' и Z

2
 > 0,6Z', а затраченные 

усилия P уменьшились, то эти изменения 
принимаются, а в противном случае отверга-
ются. Результаты моделирования представ-
лены на рис. 3.2. Программа также следит, 
чтобы количество усилий, затраченных на 
одном занятии, не превысили критического 
значения P

max
 = 15000. Наименьшие затраты 

соответствуют U
1 
 = 36, U

2
 = 74, U

3
 = 139, U

4 
= 

163, U
5
 = 211.
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