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Выпуклые функции как метапредметная составляющая математической 
подготовки магистрантов педагогического образования

Convex functions as a meta-subject component of mathematical preparation 
of masters of pedagogical education

Внимание авторов статьи сосредоточено на содержательно-методических проблемах, сопровождающих освоение 
характеризации, свойств и применений выпуклых функций будущими учителями математики в рамках их магистерской 
подготовки. Новизна подхода заключается в представлении выпуклых функций в качестве фундаментального 
образовательного объекта, что позволяет рассматривать формируемые знания и умения обучающихся как метапредметные. 
В ходе исследования осуществлен анализ нормативной и программной документации, определяющей подготовку 
будущих учителей математики, изучены классические и современные работы по теории выпуклых функций, осмыслены 
разделы учебной и научно-методической литературы по данной тематике. Сконструирована модель изучения выпуклых 
функций, содержательная компонента которой составляет основу дисциплины «Неравенства и выпуклые функции» для 
магистрантов педагогического образования в Вятском государственном университете. Анализ опытного преподавания 
в условиях реализуемой модели показал общее повышение математической культуры обучающихся, свидетельствует 
о развитии их критического мышления и исследовательских умений. Соответствующие выводы подкреплены рядом 
студенческих научных работ, в том числе опубликованных в цитируемых изданиях. Затрагиваемая тематика демонстрирует 
тесную связь с классическими и современными разделами математики, обнаруживает актуальные приложения и обладает 
мощным образовательным потенциалом. Применение разработанной модели обучения для магистрантов педагогического 
образования может составить основу повышения научно-методической компетентности будущего учителя математики, что 
представляет практическую ценность исследования. 
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The task of improving the quality of the training of mathematics teachers in the conditions of the introduction of a competence 
approach determines the relevance of the selection of fundamental educational objects that provide meta-subject results of 
students' education. One such object in the content of the mathematical preparation of masters of pedagogical education 
can be convex functions. The purpose of the article is to substantiate the need for in-depth study of convex functions and 
their applications in the professional and pedagogical preparation of a mathematics teacher and also to reveal their meta-
subject characteristics. Analysis of domestic and foreign scientific and scientific-methodological literature on convex functions, 
normative documentation for the training of mathematics teachers, theoretical modeling of the process of studying convex 
functions, and its experimental verification at the Vyatka State University. Monitoring of the results of experienced teaching 
within the framework of the developed model has shown an increase in the mathematical culture of students, the development 
of their critical thinking and research skills. The openness of the model of studying convex functions made it possible to 
differentiate the educational interests of students and build individual trajectories of learning for them. The effectiveness of 
the applied methodology for the forming of meta-knowledge and meta-skills of students is confirmed by methods and the 
results of the questionnaire. An in-depth study of convex functions should become an important component of the professional 
training of a mathematics teacher for a modern school. This notion is closely related to the classical and modern sections 
of mathematics, it constantly detects new applications and has a powerful educational potential. Representation of convex 
functions as a fundamental educational object allows us to speak about the scientific novelty of the study. The application of 
the developed model can form the basis for increasing the scientific and methodological competence of the future teacher of 
mathematics, which indicates the practical value of the work performed.

Key words: convex functions, masters of pedagogical education, meta-subject preparation, fundamental educational object, 
inequalities of Hermite-Hadamard, Cauchy, Ky Fan, Huygens
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Введение

Сегодня одной из серьезнейших проблем выс-
шего образования является разрешение противо-
речия между ростом объема информации, зна-
чимой в профессиональной подготовке будущего 
специалиста, и невозможностью расширения ву-
зовских учебных программ в силу регламенти-
рованных ФГОС ВО ограничений аудиторной на-
грузки студентов. Вследствие этого повышение 
эффективности процесса обучения предполагает 
его интенсификацию, т. е. использование вну-
тренних методико-педагогических резервов. 

Математическая подготовка является важ-
ным компонентом для обучающихся многих на-
правлений. Ей отводится главенствующая роль 
в организации процесса обучения всех студен-
тов-математиков, в частности будущих учителей 
математики. Математические дисциплины и 
смежные с ними курсы широко представлены в 
структуре учебных планов бакалавриата и маги-
стратуры для направлений подготовки 44.03.05 
Педагогическое образование, профили Мате-
матика и информатика (уровень бакалавриата), 
44.04.01 Педагогическое образование, профиль 
Математика (уровень магистратуры), формируя 
базис предметных знаний и умений будущих 
преподавателей математики. Естественно пред-
положить, что на уровне магистратуры при-
обретение выпускниками профессиональных 
компетенций активизируется, так как помимо 
получения научных знаний и репродуктивной 
практики у студентов появляются обширные воз-
можности приобретения опыта творческой, ис-
следовательской деятельности и сопряженного 
с ней эмоционально-ценностного опыта. 

Касаясь содержания математического образо-
вания студентов вузов, подчеркнем, что понятие 
выпуклой функции является одним из важнейших 
понятий не только математического анализа, но 
и математики в целом. Значение выпуклых функ-
ций в науке трудно переоценить: они широко 
применяются не только в фундаментальных мате-
матических разделах, но и в различных приклад-
ных областях, в частности помогают решать зада-
чи экономики, программирования, оптимального 
управления.

В контексте сказанного контрастным выглядит 
представление тематики выпуклых функций в со-
держании математической подготовки получаю-
щих высшее образование. Как правило, студенты 
бакалавриата, изучающие подробный курс мате-
матического анализа, с выпуклыми функциями 
знакомятся при освоении раздела «Дифференци-
альное исчисление вещественных функций одной 
вещественной переменной». Даже в классиче-
ских университетских курсах анализа (не говоря о 
вузовских курсах высшей математики) выпуклые 
функции зачастую изучаются весьма скупо, тра-
диционно завершая названный раздел. Данная 

организация содержания обучения студентов ма-
тематике нередко находит обоснование.

Так, авторы статьи [1] В. И. Гаврилов и А. В. 
Субботин во введении к ней приводят аргументы, 
убеждающие в том, что «такое положение вещей 
не есть дань традиции, а выражает суть предмета, 
позволяющее изложить его оптимальным спосо-
бом». Они предлагают следующий порядок изло-
жения теории выпуклых функций: выпуклые диф-
ференцируемые на интервале функции, критерий 
выпуклости таких функций в терминах монотон-
ности производной, необходимые и достаточные 
условия выпуклости дважды дифференцируемой 
в интервале функции, неравенство Иенсена и его 
геометрическая интерпретация, общее опреде-
ление выпуклой на интервале функции. Ряд до-
полнительных вопросов по материалам раздела 
(неравенство Иенсена для произвольной выпу-
клой функции, эквивалентность различных опре-
делений выпуклой функции, свойства ее одно-
сторонних производных и др.) авторы выносят на 
самостоятельное изучение студентами. Ими кон-
статируется: «Многолетний опыт преподавания 
курсов математического анализа и высшей мате-
матики в Московском государственном универ-
ситете имени М. В. Ломоносова, в Национальном 
Университете Черногории и экспериментального 
курса математического анализа в Московском го-
сударственном техническом университете имени 
Н. Э. Баумана … показывает, что прочтение всей 
темы укладывается в объем обычной аудиторной 
лекции из двух академических часов» [1,  с. 27]. 

В данном месте отметим, что в широко исполь-
зуемом в университетах и педвузах России учебни-
ке [2] понятие выпуклой вверх или вниз на интер-
вале функции формулируется только для случая 
гладкости последней – в терминах касательной 
к ее графику. «Не … самым простым, но которое, 
однако, открывает самый короткий путь для его 
использования» определением выпуклой диффе-
ренцируемой функции в терминах роста ее про-
изводной пользуется и О. А. Иванов в своей книге 
[3] для старшеклассников школ с углубленным 
изучением математики и их учителей, студентов 
математических факультетов университетов и их 
преподавателей. Он также пишет: «Вполне доста-
точно ограничиться введением понятия выпукло-
сти для дифференцируемых функций (поскольку 
с точки зрения приложений функции бывают или 
дифференцируемые, или кусочно-линейные – а в 
последнем случае работает другое – геометриче-
ское – определение выпуклости)» [4, c. 40]. Толь-
ко гладкие выпуклые функции студенты изучают 
и по другим книгам (например, по учебнику [5]). 

Подходы цитируемых авторов к введению по-
нятия выпуклой функции исходят из непосред-
ственного решения задачи интенсификации обра-
зовательного процесса (больший объем учебного 
материала – за меньшее время). Они продикто-
ваны, в основном, существующими ограничени-
ями аудиторной нагрузки студентов и зачастую 
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неизбежны. Однако их формальное и всеобщее 
использование для обучающихся различных 
уровней подготовки обедняет осмысление сту-
дентами тематики выпуклых функций, поскольку 
не только ограничивает диапазон таких функций, 
но и сужает их свойства, методы исследования, 
также сферу приложений. При воспитании высо-
копрофессиональных специалистов с таким поло-
жением дел вряд ли можно соглашаться. В част-
ности, обозначенные выше подходы к изучению 
выпуклых функций, на наш взгляд, неприемлемы 
для направления подготовки 44.04.01 Педагоги-
ческое образование, профиль Математика (уро-
вень магистратуры). 

Таким образом, видится целесообразность 
в расширении объема материала по темати-
ке выпуклых функций, входящего в состав про-
фессиональной подготовки будущих учителей 
математики. При этом его содержание должно 
претерпеть качественные изменения по сравне-
нию с тем, что традиционно включается в раздел 
«Выпуклые функции» курса математического 
анализа для бакалавриата. Следует обеспечить 
не только соблюдение необходимой общности 
в определении понятия выпуклой функции, но 
и строгое обоснование свойств выпуклых и во-
гнутых функций, освоение соответствующего ин-
струментария для решения задач (в том числе 
научно-исследовательских), обсуждение исто-
рической ретроспективы введения понятия и 
его современного состояния, актуализировать 
направления научного поиска в данной области. 
Перечисленные условия послужат платформой 
для получения студентом-магистрантом глубо-
ких предметных знаний и сделают возможной 
продуктивную деятельность выпускника, напри-
мер, в рамках подготовки тематического элек-
тивного курса для учащихся общеобразователь-
ных школ, организации внеклассной работы по 
предмету или проведения собственных фунда-
ментальных исследований по тематике, связан-
ной с выпуклыми функциями. Представленные 
аргументы обусловливают актуальность насто-
ящего исследования, целью которого является 
обоснование необходимости углубленного из-
учения выпуклых функций и их приложений в 
условиях профессионально-педагогической под-
готовки учителя математики, а также выявление 
его метапредметных характеристик. 

Обзор литературы

Следует констатировать, что в текущем сто-
летии тематика выпуклых функций продолжает 
активно развиваться. Об этом свидетельствуют, 
например, монографии [6], [7]. Кроме того, систе-
матически выходят научные статьи, посвященные 
описанию различных классов выпуклых функций 
и их применениям. Укажем на некоторые из них.

Так, статьи [8]–[10] связаны с рассмотрением 
свойств и применений логарифмически выпуклых 

функций, определяемых через обычную выпу-
клость их натурального логарифма. С использова-
нием данных функций в вопросах доказательства 
неравенств и решения уравнений читатель может 
предметно познакомиться по учебному пособию 
[11]. На характеризацию геометрически выпу-
клых функций нацелены работы [12]–[14] (впер-
вые понятие геометрически выпуклой функции 
было введено P. Montel в [15]). В статьях [16], [17] 
авторы изучают так называемые GA-выпуклые 
функции, при этом геометрическая выпуклость 
функции полностью может определяться GA-
выпуклостью ее натурального логарифма. 

В работах [18]–[21] осмысляются различные 
свойства гармонически выпуклых и гармони-
чески логарифмически выпуклых функций. 
Понятие выпуклой функции в классическом 
смысле и выше приведенные понятия раз-
личных видов выпуклости функций обобща-
ются в [22]. В контексте предложенного авто-
рами определения обычная выпуклость есть 
(1,1)-выпуклость, логарифмическая – (1,0)-вы-
пуклость, геометрическая – (0,0)-выпуклость; 
GA-выпуклые функции – это (0,1)-выпуклые, 
гармонически выпуклые функции – (–1,1)-вы-
пуклые и, наконец, гармонически логарифми-
чески выпуклые функции являются (–1,0)-вы-
пуклыми. Некоторые свойства (0,0)-выпуклых 
функций, то есть геометрически выпуклых 
функций, рассмотрены в работе [23]. Интере-
сен также класс r-выпуклых функций, который 
подвергнут осмыслению в статье [24]. 

Можно охарактеризовать и другие виды вы-
пуклости функций, но ограничение объема статьи 
не позволяет это сделать. Упомянем лишь о не-
которых из них, отсылая читателя к соответству-
ющим литературным источникам. Так, в статьях 
[25]–[28] изучаются s-выпуклые функции, в [29] – 
s-геометрически выпуклые, в [30] – p-выпуклые, 
в [31] – (p,h)-выпуклые, а в [32] – HG-выпуклые. 
Наконец, в [33] рассматривается обобщенное 
понятие выпуклой функции, вбирающее в себя 
и понятие обычной выпуклости функции, и все 
перечисленные выше – от логарифмической вы-
пуклости до (p,h)-выпуклости.

В данном месте подчеркнем следующее. Не-
смотря на то, что в тематике выпуклых функций 
изучается множество различных классов выпу-
клых функций, в учебной литературе должным 
образом представлены лишь классические выпу-
клые функции. В значительном количестве статей, 
учебных пособий для школьников, студентов и их 
преподавателей приводятся сведения и методи-
ческие материалы о том, как обычные выпуклые 
функции эффективно применяются при исследо-
вании функций, доказательстве неравенств, ре-
шении уравнений, рассмотрении оптимизацион-
ных задач. Подобных сведений о других классах 
выпуклых функций (за исключением, разве что 
лишь, логарифмически выпуклых, см. [11]) чита-
тель в литературе не обнаружит.
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Материалы и методы

Представленное исследование исходит из 
принципов непрерывности, преемственности и 
системности современного образования. Его ме-
тодологическую основу составляют концепции 
гуманизации и гуманитаризации педагогического 
образования (Т. А. Иванова, А. Х. Назиев, Н. Х. Ро-
зов, Г. И. Саранцев, и др.); тенденция фундамен-
тализации математического образования (И. В. 
Егорченко, С. И. Калинин, Н. В. Садовников, В. А. 
Садовничий, В. А. Тестов и др.), основные положе-
ния компетентностного и метапредметного под-
ходов в обучении (Ю. В. Громыко, В. И. Загвязин-
ский, И. А. Зимняя, О. Е. Лебедев, А. В.Хуторской, 
М. А. Чошанов и др.); теория деятельностного 
подхода в образовании (А. Н.Леонтьев, А. М. Пыш-
кало, Н. Ф. Талызина и др.); теоретико-методоло-
гические основы профессиональной подготовки 
будущих учителей математики (О. А. Иванов, Г. 
Л. Луканкин, А. Г. Мордкович, Е. И. Смирнов, А. В. 
Ястребов и др.). 

Составной частью предпринятого исследова-
ния явилось изучение фундаментальных трудов 
по теории выпуклых функций и неравенств, кри-
тичное  осмысление современных журнальных 
публикаций по данной тематике. Кроме того, 
его обязательным элементом стала проработ-
ка нормативной и программной документации,  
определяющей подготовку педагогов-матема-
тиков (ФГОС ВО, Концепция развития математи-
ческого образования, Профессиональный стан-
дарт педагога и др.), доступных методических 
ресурсов (учебников, учебных пособий, ме-
тодических рекомендаций, сборников задач). 
Анализ последних показал  недостаточность 
глубины изучения выпуклых функций в рамках 
предметной подготовки будущих учителей ма-
тематики. Следует констатировать также исклю-
чительно слабую демонстрацию гуманитарного 
и методического потенциала затрагиваемой со-
держательной области. 

Помимо теоретического анализа и сопоставле-
ния подходов к изложению вопросов выпуклости 
функций в вузовских учебниках и учебных посо-
биях по математическому анализу методами ис-
следования стали:

– изучение содержательных и организацион-
ных особенностей процесса профессионально-
педагогической подготовки учителей математики; 

– осуществление педагогических измерений 
(анкетирование, опрос, анализ продуктов учеб-
ной и научно-исследовательской деятельности 
студентов); 

– теоретическое моделирование эффективно-
го процесса изучения выпуклых функций и нера-
венств будущими учителями математики, экспе-
риментальная проверка выстроенной модели.  

Отметим, опытно-поисковая работа автора-
ми осуществлялась в Вятском государственном 

университете (ВятГУ) при обучении магистрантов 
направления подготовки 44.04.01 Педагогиче-
ское образование, профиль Математика. Кроме 
того, материалы экспериментального обучения 
свою апробацию проходили в рамках регулярно-
го студенческого научно-исследовательского се-
минара, функционирующего на факультете ком-
пьютерных и физико-математических наук ВятГУ. 
Теоретическая база исследования представлена 
научно-исследовательской деятельностью авто-
ров, отраженной в материалах их выступлений на 
научно-методических семинарах и  научно-прак-
тических конференциях различного уровня (см., 
напр., [18], [22], [34], [35]). 

По замыслу исследования алгоритм поисковой 
работы предполагает построение открытой мо-
дели изучения неравенств и выпуклых функций 
будущими педагогами. Известно, что открытые 
дидактические модели используют ценностную 
систему мотивации студентов, ориентированы 
на применение компетентностного подхода, соз-
дание модульных курсов и дисциплин, реализу-
ющих возможность изменения их содержания в 
зависимости от потребностей участников обра-
зовательного процесса, применение в обучении 
средств ИКТ, а также приобщение студентов к ре-
гулярной научно-исследовательской деятельно-
сти. Внедрение разработанной модели в процесс 
обучения магистрантов стало необходимым усло-
вием проверки ее работоспособности и эффек-
тивности. В этой связи систематически осущест-
влялся мониторинг соответствия теоретической 
модели ее практической реализации. Использо-
вание эмпирических и праксиметрических мето-
дов исследования позволило не только много-
аспектно оценивать образовательные результаты 
эксперимента и проводить своевременную кор-
рекцию построенной модели, но и определять, 
насколько она «самообучаема», т.е. способна к 
трансформации в зависимости от реальных усло-
вий функционирования. 

Результаты исследования

На этапе проектирования системы изучения 
магистрантами неравенств и выпуклых функ-
ций первоначально были выделены ее основ-
ные дидактические компоненты. Исходя из 
цели формирования квалифицированного и 
конкурентоспособного специалиста в области 
современного образования, мы сформулирова-
ли задачи обучения, сопряженные с развитием 
личностных качеств студентов и становлением 
их общекультурных, профессиональных и иссле-
довательских компетенций, продумали меха-
низмы положительной мотивации обучающихся, 
модульную структуру будущей дисциплины и ва-
рианты ее содержательного наполнения. Формы 
организации работы основывались на использо-
вании методов проблемного обучения, эвристи-
ческих приемов, предполагали большую долю 



Perspectives of Science & Education. 2018. 5 (35)

244

самостоятельной работы студентов и их приоб-
щение к регулярной научно-исследовательской 
деятельности. Обозначенные компоненты проек-
тируемой дидактической модели отвечают прин-
ципам современного образования, а модульное 
построение изучаемого материала наряду с ис-
пользованием личностно ориентированных об-
разовательных технологий «дает возможность 
выстраивания индивидуальных траекторий обу-
чения и вариативного освоения программы мате-
матического курса» [36, с. 194].  

На следующем этапе исследования про-
изведена компоновка модулей дисциплины 
«Неравенства и выпуклые функции» и раз-
работана ее программа. В Таблице 1 пред-
ставлен один из вариантов тематического 
планирования, используемый в обучении 
магистрантов в 2015–2016 и 2016–2017 уч. гг. 
Распределение часов учитывает заложенную 
в учебном плане самостоятельную работу сту-
дентов, в том числе их подготовку к промежу-
точной аттестации. 

Тема 
Количество 

часов
Модуль 1. Выпуклые функции и их применение  
Тема 1.1. Классическое определение выпуклой (вогнутой) функции. Геометри-
ческая характеризация выпуклости функции 

6

Тема 1.2. Необходимые и достаточные условия выпуклости непрерывной на 
промежутке функции в различных терминах (монотонности первой произво-
дной, знака второй производной внутри промежутка)  

6

Тема 1.3. Свойства выпуклых функций 6
Тема 1.4. Неравенство Иенсена и его аналог 7
Тема 1.5. Неравенство Эрмита–Адамара и его приложения 7
Тема 1.6. Образовательно-историческое значение неравенства Эрмита–Ада-
мара 

6

Тема 1.7. Выпуклые функции как метод решения задач 6
Модуль 2. Альтернативные определения понятия выпуклой функции 
Тема 2.1. Логарифмически выпуклые функции и их свойства 6
Тема 2.2. Аналоги неравенств для выпуклых функций в кластере логарифми-
ческой выпуклости 

7

Тема 2.3. Логарифмически выпуклые функции в задачах математики и при-
кладных областей 

8

Тема 2.4. GA-выпуклые функции 5
Тема 2.5. Геометрически выпуклые функции 5
Тема 2.6. Гармонически выпуклые функции 5
Модуль 3. Классические неравенства и их модификации 
Тема 3.1. Неравенство Бернулли 10
Тема 3.2. Неравенство Коши между средним арифметическим и средним гео-
метрическим положительных чисел, его обобщения и уточнения 

12

Тема 3.3. Неравенство Ки Фана и его уточнения 10
Тема 3.4. Неравенство Коши–Буняковского и его обобщения 10
Тема 3.5. Простое и обобщенное неравенства Гюйгенса 6
Тема 3.6. Применения неравенств к решению задач 16
Итого 144

Таблица 1
Тематическое планирование дисциплины 
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В данном варианте изложения выделены три 
взаимосвязанных модуля дисциплины. На прак-
тике реализация каждого модуля начиналась с 
определения его ключевых понятий, обсуждения 
их свойств и способов применения для решения 
типичных, базовых упражнений. Далее акцент пе-
реносился на индивидуальную самостоятельную 
работу студентов по решению различных задач, 
связанных с тематикой модуля. 

Очередность предложенного расположения мо-
дулей обоснована следующими соображениями.

1. В рамках математической подготовки бу-
дущих учителей математики выпуклые функции 
рассматриваются в качестве фундаментального 
образовательного объекта. Данный тезис опреде-
ляет выбор тематики первого модуля в роли базо-
вого звена дисциплины. 

2. Правильному формированию представ-
лений студентов о развитии понятия выпуклой 
функции должно способствовать непременное 
изучение неравенства Эрмита–Адамара (см., 
напр., [6]) и анализ его образовательно-истори-
ческого значения. Соответствующая тема не слу-
чайно включена в состав первого модуля курса. 
Во-первых, реконструкция истории появления 
неравенства Эрмита–Адамара (см. [6], [7]) застав-
ляет задуматься о приоритете Иенсена в опре-
делении понятия выпуклой функции. Во-вторых, 
восприятие данного неравенства как учебно-ис-
следовательской задачи нацеливает на глубокую 
систематизацию важнейших свойств выпуклой 
функции: обоснование ее непрерывности и од-
носторонней дифференцируемости внутри рас-
сматриваемого промежутка, интегрируемости 
по Риману на замкнутом отрезке, конструирова-
ние разрывных выпуклых или вогнутых функций 
и др. Следует заметить, далеко не во всех курсах 
математического анализа авторами осмысляются 
упоминаемые свойства. В-третьих, обсуждаемое 
неравенство позволяет наиболее естественным 
образом выстраивать другие модули дисципли-

ны, обозначая многочисленные направления раз-
вития изучаемого материала и способствуя реа-
лизации индивидуализации обучения студентов. 
Кроме того, это неравенство может представлять 
«отправную точку» для получения множества 
потенциальных результатов, связанных с совре-
менными научными исследованиями в тематике 
выпуклых функций (см., напр, [37] – [40]). Таким 
образом, неравенство Эрмита–Адамара плотно 
«увязывает» содержание дисциплины, позволяя 
рассматривать тематику выпуклых функций в ка-
честве необходимой метапредметной составляю-
щей обучения магистрантов. 

3. Второй модуль посвящен изучению раз-
личных классов выпуклых функций, отличных от 
классических. В данном месте перед слушателя-
ми курса раскрываются некоторые направления 
современных исследований по затрагиваемой 
тематике, очерчиваются перспективы ведения са-
мостоятельного научного поиска. Результатом ис-
следовательской деятельности в рамках настоя-
щей тематики стали работы с участием студентов 
(см., напр., последние [41], [42]).

4. Модуль «Классические неравенства и их 
модификации» закономерно завершает анон-
сируемый курс, поскольку рассматриваемые 
неравенства естественным образом получают-
ся как следствия ранее изученных свойств вы-
пуклых функций различного вида (соответству-
ющие примеры мы приведем ниже). Отметим, 
что последняя тема модуля раскрывает широкие 
возможности для применений классических не-
равенств в вопросе решения задач школьной 
математики. Это позволяет продемонстрировать 
студентам образовательный потенциал тема-
тики неравенств, а также дополнить диапазон 
методических приемов работы со школьниками 
при обучении их математике. Данная тема не-
посредственно ориентирует магистрантов на их 
будущую профессионально-педагогическую де-
ятельность. 
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Рис. 1 Варианты построения индивидуальных образовательных траекторий 
при изучении курса «Неравенства и выпуклые функции»
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Ключевым понятием дисциплины является по-
нятие выпуклой функции. В работе [43] описаны 
содержательно-деятельностные фрагменты мето-
дики работы с его определением, позволяющие 
не только сформулировать оригинальный крите-
рий выпуклости (вогнутости) функции на проме-
жутке, но и получить уточнения определяющего 
выпуклость неравенства Иенсена. В дальнейшем, 
предполагая подробное освоение студентами 
выпуклых функций, осмыслены индивидуаль-
ные образовательные траектории обучающихся. 
Ниже (см. рис. 1) представлено возможное со-
держательное наполнение некоторых из них, ос-
нованное на опыте преподавания.

Одно из направлений затрагивает историче-
ский контекст возникновения понятия выпуклой 
функции. Важным моментом здесь, как уже отме-
чалось выше, является изучение неравенства Эр-
мита–Адамара. В данной связи в число вопросов 
для самостоятельного исследования магистранта-
ми естественно включить следующие: можно ли 
положить неравенство Эрмита–Адамара в основу 
определения понятия выпуклой функции? Если 
да, то какие изменения претерпит стандартное 
изложение теории выпуклых функций? Известны 
ли Вам математические результаты, сходные с не-
равенством Эрмита–Адамара, но предшествую-
щие ему? Согласны ли вы с тем, что упоминаемое 
неравенство связано с именами двух ученых? По-
чему неравенство Иенсена, будучи, по сути, след-
ствием неравенства Эрмита–Адамара и открытое 
позднее, получило большее распространение в 
математике?    

Поиск ответов на данные вопросы потребует 
изучения научной и научно-методической лите-
ратуры (в том числе и на иностранных языках), 
архивных изысканий, сопоставления мнений раз-
личных ученых. Подобная деятельность сопря-
жена с развитием у студентов критичности мыш-
ления, его гибкости и творческих характеристик, 
что непосредственно связано с формированием 
метазнаний и метаумений будущих педагогов. 
Глубокие исследования в рамках обозначенной 
проблематики могут стать основой научных ста-
тей или магистерских диссертаций обучающихся.

Варьирование вопросов, восходящих к истории 
выпуклых функций и классических неравенств, 
влечет обширную работу по изучению их свойств, 
что обозначает еще одно направление индивиду-
альной работы с обучающимися. Деятельность в 
его рамках обогащает арсенал средств, использу-
емых студентами при решении математических 
задач, позволяет получать обобщения и аналоги 
последних, формулировать собственные упраж-
нения, ставить открытые вопросы. Рассмотрим 
пример одной такой задачи. 

Доказать неравенства [44, c. 96]

Авторы задачи в демонстрации ее решения 
находят наименьшее и наибольшее значения 
функции g(x)=1/(x+1)(2–x) на отрезке [0; 1]. В силу 
строгого неравенства 

                                                    x≠0, x≠1/2, x≠1,

почленным интегрированием получается тре-
буемый результат.

Предложим несколько направлений развития 
данной задачи. 

Первое направление. Найдите другие спосо-
бы получения оценок снизу и сверху для данного 
в задаче интеграла. Сравните степень точности 
оценок, доставляемых различными способами, а 
также сложность их получения.

Для решения поставленной задачи обратимся 
к неравенству Фейера (см. [45]). Будем иметь:

Далее следует сравнить полученные оценки с 
представленными выше.

Второе направление. Измените подынте-
гральную функцию в исходной задаче таким об-
разом, чтобы предложенный авторами метод 
решения был бы неприменим, однако оценка ин-
теграла оставалась бы возможной посредством 
использования свойств выпуклых функций.

Опишем лишь один вариант решения постав-
ленной задачи. Числитель данной подынтеграль-
ной функции изменим на          . Поскольку ее 
первообразная не выражается через элементар-
ные функции, а нахождение наибольшего и наи-
меньшего значений на отрезке [0; 1] невозможно 
без применения приближенных вычислений, де-
монстрируемый авторами подход к решению за-
дачи неприменим. Однако неравенство Фейера 
позволяет получить оценки

Третье направление. Предложите свою за-
дачу, связанную с получением оценок для опре-
деленного интеграла некоторой функции. Про-
анализируйте возможные способы ее решения. 
Заметим, что для ответа на поставленный вопрос 
требуется умение конструировать функции, об-
ладающие определенными  свойствами. Перво-
начальная задача при этом трансформируется в 
зависимости от предполагаемого метода ее ре-
шения (традиционные способы оценки интегра-
ла, применение неравенства Эрмита–Адамара 
или неравенства Фейера, обращение к неравен-
ству Коши–Буняковского для оценки подынте-
гральной функции и пр.).
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Умение строить функции с желаемыми свой-
ствами оказывается полезным при обосновании 
неравенств, в том числе классических. В научно-
методической литературе описано немало спо-
собов получения известных неравенств (Коши, 
Коши–Буняковского, Коши–Гельдера, Минковско-
го и др.) как следствий неравенства Иенсена, ха-
рактеризующего выпуклые функции. 

Не менее эффективно при обосновании нера-
венств можно использовать и свойства логариф-
мически выпуклых функций. Конструирование 
подходящих логарифмически выпуклых (вогну-
тых) функций и последующее применение к ним 
аналога неравенства Иенсена позволяет обосно-
вать многие классические неравенства. Указан-
ным способом, к примеру, доказано неравенство 
Ки Фана, весовое неравенство Гюйгенса, а также 
его обобщение (см. [11]). Анализ доказательств 
такого рода представляет еще одно направление 
работы студентов в рамках курса «Неравенства и 
выпуклые функции». 

Различным аспектам методики формирова-
ния исследовательских умений студентов сред-
ствами математических неравенств посвящены 
отдельные разделы диссертации [46]. В цитируе-
мой работе систематизирован актуальный задач-
ный материал, который может быть использован 
при изучении неравенств и их приложений как 
школьниками, так и студентами математических 
направлений подготовки.

Таким образом, содержание дисциплины 
«Неравенства и выпуклые функции» может 
быть выстроено весьма вариативно, с опорой 
на индивидуальные образовательные интере-
сы обучающихся. При таком подходе студенты 
приобретают ценный образовательный опыт 
по избранному направлению подготовки, ис-
пытывая качественную личностную транс-
формацию. Смеем утверждать, что в условиях 
формирования метапредметных компетенций 
магистрантов данный процесс является след-
ствием глубокого изучения темы «Выпуклые 
функции» как фундаментального образова-
тельного объекта. 

Поскольку осмысление выпуклых функций 
в обозначенном контексте представляет собой 
определенную новизну, необходимо сопоставить 
ряд дидактических параметров обсуждаемой со-
держательной области с соответствующими ха-
рактеристиками фундаментальных образователь-
ных объектов.

√ Целью изучения выпуклых функций маги-
странтами педагогического образования является 
формирование полного и связного представле-
ния об одном из классических понятий анализа, 
что наряду с учетом индивидуальных интересов 
студентов обеспечивает для них «сквозной», си-
стемный образовательный результат и решает 
«проблему сопряжения индивидуальности уча-
щихся и объективной познаваемой действитель-
ности» [47]. 

√ Содержание дисциплины «Неравенства и 
выпуклые функции», а также применяемые при 
ее освоении формы взаимодействия участников 
образовательного процесса характеризуются раз-
нообразием способов деятельности, среди кото-
рых методы проблемного и исследовательского 
обучения, эвристические приемы, самостоятель-
ное изучение научной литературы, использова-
ние учебной и коллегиальной коммуникации 
обучающихся, их  кооперации и сотрудничества.  
Таким образом, рассматривая тематику выпуклых 
функций как инвариант математического образо-
вания, мы формируем у магистрантов специфиче-
ские формы мышления и универсальные способы 
действий (метапредметные компетенции) для бу-
дущей профессии.

√ Как известно, период освоения фундамен-
тальных образовательных объектов не опреде-
ляется возрастом учащегося. В данной связи за-
метим, что знакомство с понятиями выпуклости 
и выпуклой функции начинается в рамках обще-
го образования, а их систематическое изучение 
продолжается в университетских курсах высшей 
математики (углубленно – в разделах математи-
ческого анализа). Профессионально исследова-
ниями в обозначенной области науки можно за-
ниматься и далее. 

Выделенные параметры (целеполагание, со-
держательная и организационно-деятельностная 
основы, сроки освоения), считающиеся одними 
из ключевых при анализе любой дидактической 
конструкции, действительно позволяют воспри-
нимать выпуклые функции в качестве фундамен-
тального образовательного объекта. Занимая 
свою «образовательную нишу», связанное с вы-
пуклыми функциями содержание обучения обе-
спечивает развитие теоретического мышления 
студентов, их уверенную ориентацию в различ-
ных предметных областях, что помогает преодо-
леть разобщенность фундаментальных знаний, 
обусловливая целостное восприятие науки и 
мира и, следовательно, способствуя реализации 
принципа метапредметности образования. 

Заключение

В современном образовании процессы 
интенсификации должны согласовываться с 
концепциями его фундаментализации и гума-
нитаризации, с принципами научности и си-
стемности обучения, идеями деятельностного и 
задачного подходов. Нередко, однако, проявля-
ется обратное. В математическом образовании 
это чаще всего выражается в том, что содер-
жание некоторых тем и разделов дисциплины 
упрощается, обедняется, нередко выносится 
на формальное самостоятельное освоение об-
учающимися («оптимизируется») или вообще 
исключается из их рассмотрения. В отношении 
неравенств и выпуклых функций допускать по-
добное никак нельзя.
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Подчеркнем, изучение выпуклых функций 
предусмотрено учебными планами лишь обще-
образовательных школ и классов, углубленно 
изучающих математику или имеющих физико-
математический (естественнонаучный) профиль. 
Вследствие этого тематика выпуклых функций не 
задействована составителями ЕГЭ, весьма редко 
она встречается и в олимпиадных задачах по ма-
тематике. И тут встает вопрос: почему же ведущие 
отечественные издания («Математика в школе», 
«Квант», «Математическое образование» и др.), 
пользующиеся высоким авторитетом в вопросах 
обучения математике, с таким пиететом относят-
ся к публикациям в данной области? Наш ответ 
такой: глубокое освоение понятия выпуклости 
(выпуклой функции) закладывает краеугольный 
камень математического образования. Признан-
ным ученым-математикам, методистам и даже 
популяризаторам науки это ясно. Понятно и то, 
что эффект от фундаментального изучения выпу-
клых функций не может быть скорым, однако он 
непременно положительно скажется как на раз-
витии мышления обучающихся, так и на их учеб-
ной мотивации и качестве знаний по математике. 

Соответствующие образовательные задачи 
авторами настоящей статьи решались при раз-
работке дисциплины «Неравенства и выпуклые 
функции» для будущих учителей математики. О 
достижении поставленных целей можно судить 
по результатам анкетирования, проведенного с 
магистрантами, освоившими названный курс. 
Студенты отметили свои успехи в различных на-
правлениях, в числе которых существенное рас-
ширение научного кругозора, повышение ма-
тематической грамотности (к тексту учебников, 
пособий, статей обучающиеся стали относиться 
более серьезно, критично оценивая использу-
емую авторами терминологию, аналитические 
выкладки, сравнивая классические и инноваци-
онные подходы к изложению материала), раз-
витие исследовательских компетенций (что осо-

бенно сказалось при написании магистерских 
диссертаций).

Как оказалось, можно говорить и о «пролон-
гированном» действии опытного преподавания. 
Опрос среди бывших слушателей дисциплины 
«Неравенства и выпуклые функции», а ныне учи-
телей математики и вузовских преподавателей г. 
Кирова показал востребованность тематики кур-
са в их профессиональной деятельности. Многие 
педагоги отметили, что они расширили знаком-
ство школьников с классическими неравенства-
ми, подчеркнув положительный мотивационный 
эффект данного шага. Некоторые рассказали о 
вынашиваемых перспективах разработки элек-
тивного курса для старшеклассников по данной 
тематике и организации школьниками научных 
исследований. 

Анализ полученных данных свидетельствует о 
дидактическом и когнитивном потенциале рас-
сматриваемой предметной области. Здесь будет 
уместным вспомнить слова И. Иенсена из [48, с. 
191], высказанные им более века назад, в 1906 
году. В переводе они звучат так: «Я полагаю, что 
понятие выпуклой функции приблизительно так 
же фундаментально, как положительная функ-
ция, возрастающая функция. Если я не ошибаюсь, 
понятие займет достойное место в теории веще-
ственных функций».  

Можно говорить об эффективности сконстру-
ированной модели преподавания дисциплины 
«Неравенства и выпуклые функции». Поскольку 
модель открытая, эксперимент по ее совершен-
ствованию будет продолжаться. В рамках даль-
нейшей работы предстоит, в частности, осмыслить 
вопросы, касающиеся обращения к информаци-
онным технологиям в процессе преподавания. 

Авторы предполагают, что материалы данной 
статьи окажутся полезными для преподавателей 
вузов, осуществляющих подготовку и учителей 
математики, и математиков-исследователей, и 
математиков-прикладников.
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